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ОПТИКА И СПЕКТРОСКОПИЯ. ЛАЗЕРНАЯ ФИЗИКА
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Методом теории возмущений решена задача рассеяния света частицами произвольной осе-
симметричной формы. Представленный подход позволяет рассматривать значительные дефор-
мации за счет разбиения общей деформации на более малые. Обсуждается вопрос сходимости,
границы и условия применимости, приводится сравнение с альтернативным методом расчета.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача упругого рассеяния света на частицах
имеет широкий спектр приложений в науке и техни-
ке. Для ее решения существует множество подходов
и приближений. Если размеры частиц значитель-
но превышают длину волны, используются зако-
ны геометрической оптики [1]. В противном случае
необходимо решать уравнения Максвелла, то есть
применять законы волновой оптики. В литературе
представлен ряд методов для решения этой зада-
чи, выбор которых определяется условиями и тре-
буемой точностью. Среди аналитических методов
можно выделить метод согласования точек (Point
Matching Method) [2], метод T-матрицы или рас-
ширенных граничных условий (EBCM — extended
boundary condition method) [3, 4] и метод разделе-
ния переменных (который в случае шара сводится
к теории Ми) [5]. К численным методам относятся
метод моментов [6], метод конечных разностей во
временной области [7], метод объемных интеграль-
ных уравнений [8] и метод конечных элементов [9].

Аналитические методы обеспечивают высокую
точность и требуют меньших вычислительных за-
трат, однако их применение, как правило, ограниче-
но простыми геометриями, такими как, например,
шары и эллипсоиды.

В работе [10] представлен метод расчета рассе-
яния света частицей сложной формы на основе
теории возмущений поверхности относительно сфе-
рической. Однако этот метод существенно ограни-
чен величиной возмущения поверхности, что неод-
нократно подчеркивалось в литературе [11, 12].
Для преодоления этого ограничения можно разло-
жить начальную деформацию на множество малых
возмущений. Тем не менее в этом случае требует-

∗ E-mail: bekirovar@my.msu.ru

ся модификация теории для произвольной началь-
ной поверхности, а не только сферической. Впер-
вые такой подход был применен в работе [13] для
случая рассеяния плоской волны. В данной рабо-
те рассматривается рассеяние для произвольной
формы волны.

Содержание данной работы организовано следу-
ющим образом. В разделах 1–3 представлены ос-
новные формулы и принципы метода; обсуждают-
ся ограничения и условия применимости. В разде-
ле 4 обсуждается сравнение с методом EBCM [3];
указываются задачи, для которых мы рекомендуем
использовать наш метод.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть временная зависимость электромагнитно-
го поля имеет вид exp(−iωt), где ω — угло-
вая частота света, тогда пространственная зависи-
мость поля удовлетворяет векторному уравнению
Гельмгольца:

∆E+ n2
globk

2E = 0, (1)

которое необходимо решить в двух областях — внут-
ри частицы (показатель преломления nglob = nrefr)
и снаружи (будем считать показатель преломления
окружающей среды равным nglob = 1), k = ω/c,
c — скорость света. В нашей задаче удобно рассмат-
ривать сферическую систему координат, в которой
фундаментальными решениями (1) являются век-
торные сферические гармоники:

M±mn = zn(ρ)m±mn,

N±mn = zn(ρ)
ρ

p±mn + [ρzn(ρ)]
′

ρ
n±mn,

(2)
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где

m±mn = ∓πmn

[

sinmϕ
cosmϕ

]

eθ − τmn

[

cosmϕ
sinmϕ

]

eϕ,

n±mn = τmn

[

cosmϕ
sinmϕ

]

eθ ∓ πmn

[

sinmϕ
cosmϕ

]

eϕ,

p±mn = n(n+ 1)Pm
n (cos θ)

[

cosmϕ
sinmϕ

]

er.

(3)

Здесь πmn = m
sin θ

Pm
n (cos θ), τmn = d

dθ
Pm
n (cos θ),

а Pm
n (cos θ) — присоединенные полиномы Лежанд-

ра, (r, θ, φ) — сферические координаты, (er, eθ,
eϕ) — соответствующие орты, zn(ρ) — сферические
функции Бесселя, ρ = kr — безразмерный ради-
ус (внутри частицы он домножается на показатель
преломления nrefr).

Пусть начальная формы частицы σ0 описывает-
ся уравнением r = r0f0(θ). Для того, чтобы строить
теорию возмущения к данной поверхности, необхо-
димо знать решение для произвольного поля на ис-
ходной поверхности σ0. Причем, как станет ясно
из дальнейшего изложения, необходимо знать ре-
шение при условии независимости полей E и H,
в то время как для обычной задачи рассеяния по-
лагается, что эти поля взаимосвязаны посредством
уравнений Максвелла.

Рассмотрим рассеяние поля Einc на частице с по-
казателем преломления nrefr и магнитной проница-
емостью µ, с формой поверхности σ1, определяемой

следующим уравнением:

r = r0 (f0(θ) + εf1(θ)) . (4)

Ввиду полноты системы функций (2) произвольное
поле Einc может быть разложено в виде ряда по
M±mn и N±mn [14]. В силу аксиальной симметрии
частицы (4) достаточно рассмотреть только TM-
моду, так что

Einc =

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

(

e+mnN
(1)
+mn + f−mnM

(1)
−mn

)

, (5)

где верхний индекс (1) означает выбор сферической
функции Бесселя первого рода zn(ρ) = jn(ρ). Реше-
ние для TE-моды можно получить из решения для
TM-моды [15]. Рассеянное поле Esca и поле внутри
Eint представимы в виде рядов:

Esca =

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

(

a+mnN
(3)
+mn + b−mnM

(3)
−mn

)

,

Eint =

∞
∑

n=1

n
∑

m=0

(

d+mnN
(1)
+mn + c−mnM

(1)
−mn

)

,

(6)

где верхний индекс (3) означает выбор сферической

функции Ханкеля первого рода zn(ρ) = h
(1)
n (ρ).

Неизвестные коэффициенты (a, b, c, d) в уравне-
нии (6) находятся из граничных условий на поверх-
ности частицы σ1, требующих непрерывности тан-
генциальной составляющей электрического и маг-
нитного поля:

(f0 + εf1)E
out
τ + (f0θ + εf1θ)E

out
r eθ = (f0 + εf1)E

int
τ + (f0θ + εf1θ)E

int
r eθ,

(f0 + εf1)H
out
τ + (f0θ + εf1θ)H

out
r eθ = (f0 + εf1)H

int
τ + (f0θ + εf1θ)H

int
r eθ,

(7)

где fiθ ≡ ∂fi
∂θ

и Eτ ≡ Eϕeϕ + Eθeθ, Eout = Einc + Esca, аналогично для H. Подставляя (6) в (7),
получим:

∑

mn

[

(

b−mnβ
0
n − κc−mnα

0
n

)

m−mn +
(

a+mnβ
1
n − κd+mnα

1
n

)

n+mn+

+eθρ0f0θ
(

a+mnη
0
n − κd+mnσ

0
n

)

p+mn

]∣

∣

∣

∣

r∈σ1

=

= −ρ0 (f0 + εf1)E
inc
τ − ρ0 (f0θ + εf1θ) eθE

inc
r

∣

∣

∣

∣

r∈σ1

,

∑

mn

[

χ1

(

a+mnβ
0
n − χ2κc+mnα

0
n

)

m+mn +
(

χ1b−mnβ
1
n − χ2κc−mnα

1
n

)

n−mn+

+eθρ0f0θ
(

χ1b−mnη
0
n − χ2κc−mnσ

0
n

)

p−mn

]
∣

∣

∣

∣

r∈σ1

=

= −ρ0 (f0 + εf1)H
inc
τ − ρ0 (f0θ + εf1θ) eθH

inc
r

∣

∣

∣

∣

r∈σ1

,

(8)

где ρ0 = kr0, κ = 1/nrefr, χ1 = −i, χ2 = −inrefr

µ
. Обозначения для α, β, σ и η такие же, как в работах [10, 13],

также см. в Приложении.
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2. ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРИЯ
ВОЗМУЩЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ

Будем искать решение системы (8) в виде ряда
по параметру малости ε:

(a, b, c, d)mn =

∞
∑

p=0

(a, b, c, d)pmnε
p. (9)

Для построения теории возмущений уравнения (8)
следует разложить в ряд по ε с учетом (9). Уравне-
ния для нахождения неизвестных получаются пу-

тем приравнивания множителей при степенях εp.

Следует сделать некоторые ключевые замечания.
В работе [10] все слагаемые, связанные с падающем
полем, также раскладываются в ряд по ε. Однако
это не является необходимым, так как эти величи-
ны известны и могут быть рассчитаны как незави-
симые от ε. Такой подход позволяет не только упро-
стить формулы, но и построить решение в более
общем виде.

Более подробные выкладки представлены в При-
ложении, из них следует, что разложение (8) можно
представить в виде:

∑

mn

[

(

bl−mnβ
0
n − κcl−mnα

0
n

)

m−mn +
(

al+mnβ
1
n − κdl+mnα

1
n

)

n+mn+

+eθρ0f0θ
(

al+mnη
0
n − κdl+mnσ

0
n

)

p+mn

]
∣

∣

∣

∣

r∈σ0

= Sl,

∑

mn

[

(

χ1a
l
+mnβ

0
n − χ2κd

l
+mnα

0
n

)

m+mn +
(

χ1b
l
−mnβ

1
n − χ2κc

l
−mnα

1
n

)

n−mn+

+eθρ0f0θ
(

χ1b
l
−mnη

0
n − χ2κc

l
−mnσ

0
n

)

p−mn

]
∣

∣

∣

∣

r∈σ0

= Tl,

(10)

где l = 0, 1, 2, 3.., величины Sl, Tl рассчитываются следующим образом при l = 0:

S0 = −ρ0 (f0 + εf1)E
inc
τ − ρ0 (f0θ + εf1θ) eθE

inc
r

∣

∣

∣

∣

r∈σ1

,

T0 = −ρ0 (f0 + εf1)H
inc
τ − ρ0 (f0θ + εf1θ) eθH

inc
r

∣

∣

∣

∣

r∈σ1

,

(11)

при l > 0:

Sl =

l−1
∑

q=0

∑

mn

f l−q
1

(l − q)!

[

(

κcq−mnα
l−q
n ρl−q

20 − bq−mnβ
l−q
n ρl−q

0

)

m−mn+

+
(

κdq+mnα
l−q+1
n ρl−q

20 − aq+mnβ
l−q+1
n ρl−q

0

)

n+mn+

+
(

dq+mnσ
l−q
n ρl−q

20 − aq+mnη
l−q
n ρl−q

0

)

f0θρ0eθp+mn+

+
(

dq+mnσ
l−q−1
n ρl−q−1

20 − aq+mnη
l−q−1
n ρl−q−1

0

)

f1θρ0
l − q

f1
eθp+mn

]∣

∣

∣

∣

r∈σ0

,

Tl =

l−1
∑

q=0

∑

mn

f l−q
1

(l − q)!

[

(

κχ2d
q
+mnα

l−q
n ρl−q

20 − χ1a
q
+mnβ

l−q
n ρl−q

0

)

m+mn+

+
(

κχ2c
q
−mnα

l−q+1
n ρl−q

20 − χ1b
q
−mnβ

l−q+1
n ρl−q

0

)

n−mn+

+
(

χ2c
q
−mnσ

l−q
n ρl−q

20 − χ1b
q
−mnη

l−q
n ρl−q

0

)

f0θρ0eθp−mn+

+
(

χ2c
q
−mnσ

l−q−1
n ρl−q−1

20 − χ1b
q
−mnη

l−q−1
n ρl−q−1

0

)

f1θρ0
l − q

f1
eθp−mn

]
∣

∣

∣

∣

r∈σ0

,

(12)

ρ20 = nrefrρ0. Сравнивая условия (8) и (10), мож-
но заметить, что задача сводится к аналогичной,
но на невозмущенной поверхности. Как предполага-
лось в начале изложения, решение на поверхности
σ0 известно для любого падающего поля. Причем
это решение должно быть выражено при условии
независимости Sl, Tl, поскольку заранее неизвест-

на взаимосвязь между Sl и Tl в уравнениях (10).
Это необходимо в силу нескольких причин: во-пер-
вых, эта взаимосвязь зависит от возмущения f1,
во-вторых, она является разной для разных поряд-
ков l. Таким образом, хотя все величины для Sl

и Tl линейно зависят от коэффициентов разложе-
ния e+nm и f−nm, для построения решения при про-
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извольном возмущении f1 удобно иметь решение
уравнений (10) для начальной поверхности σ0 при

независимых S и T. Это решение легко получить
в случае сферы. В этом случае уравнения (10) за-
пишутся в виде:

∑

mn

[(

b−mnβ
0
n − κc−mnα

0
n

)

m−mn +
(

a+mnβ
1
n − κd+mnα

1
n

)

n+mn

]∣

∣

r=r0
= S,

∑

mn

[

(

χ1a+mnβ
0
n − χ2κd+mnα

0
n

)

m+mn +
(

χ1b−mnβ
1
n − χ2κc−mnα

1
n

)

n−mn

]∣

∣

r=r0
= T.

(13)

Учитывая ортогональность и полноту системы функций m±mn и n±mn, выражения (13) можно записать
в виде системы линейных уравнений:

b−mnρ0h
(1)
n (ρ0)− κc−mnnrefrρ0jn(nrefrρ0) = 〈S, m−mn〉,

a+mn[ρ0h
(1)
n (ρ0)]

′ − κd+mn[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]
′ = 〈S, n+mn〉,

χ1a+mnρ0h
(1)
n (ρ0)− χ2κd+mnnrefrρ0jn(nrefrρ0) = 〈T, m+mn〉,

χ1b−mn[ρ0h
(1)
n (ρ0)]

′ − χ2κc−mn[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]
′ = 〈T, n−mn〉,

(14)

где подставлен явный вид для α и β, 〈S, m−mn〉 ≡
1

ξmn

∫ π

0

∫ 2π

0
(S· m−mn) sin θdθdϕ, ξmn = 2n(n+1)(n+m)!

(2n+1)(n−m)! (1+

δm0)π. Аналогично для 〈S, n+mn〉, 〈T, m+mn〉, 〈T, n−mn〉. Решением системы (14) является:

a+mn =
[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]

′〈T, m+mn〉 − χ2nrefrρ0jn(nrefrρ0)〈S, n+mn〉

χ1ρ0h
(1)
n (ρ0)[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]′ − χ2nrefrρ0jn(nrefrρ0)[ρ0h

(1)
n (ρ0)]′

,

b−mn =
nrefrρ0jn(nrefrρ0)〈T, n−mn〉 − χ2[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]

′〈S, m−mn〉

χ1nrefrρ0jn(nrefrρ0)[ρ0h
(1)
n (ρ0)]′ − χ2ρ0h

(1)
n (ρ0)[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]′

,

c−mn =
ρ0h

(1)
n (ρ0)〈T, n−mn〉 − χ1[ρ0h

(1)
n (ρ0)]

′〈S, m−mn〉

κ
(

χ1nrefrρ0jn(nrefrρ0)[ρ0h
(1)
n (ρ0)]′ − χ2ρ0h

(1)
n (ρ0)[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]′

) ,

d+mn =
[ρ0h

(1)
n (ρ0)]

′〈T, m+mn〉 − χ1ρ0h
(1)
n (ρ0)〈S, n+mn〉

κ
(

χ1ρ0h
(1)
n (ρ0)[nrefrρ0jn(nrefrρ0)]′ − χ2nrefrρ0jn(nrefrρ0)[ρ0h

(1)
n (ρ0)]′

) .

(15)

Формулы (15) могут быть записаны в матричном
виде:







a+mn

b−mn

c−mn

d+mn






= Ĝ0







〈S, n+mn〉
〈S, m−mn〉
〈T, n−mn〉
〈T, m+mn〉






, (16)

где компоненты матрицы Ĝ0 определяются из выра-
жений (15). В данной записи индексы m и n прини-
мают все возможные значения. Заметим, что в силу
симметрии относительно оси z формула (16) может
быть записана для каждой из азимутальных мод
m в отдельности. Матрица Ĝ0 определяет решение
при независимых S, T, что и требуется для постро-
ения решения в случае возмущения поверхности.

Зная матрицу Ĝ для начальной поверхности σ0,
методом теории возмущений можно рассчитать по-
добную матрицу Ĝ′ для возмущенной поверхности
σ1. Для этой цели необходимо определить решение
системы (10) для всех порядков l, если в (11) по-
ложить S0 = mmn или nmn, T0 = 0, или в случае
T0 = mmn или nmn, S0 = 0. Просуммировав ряд
теории возмущения (9), мы получим коэффициен-
ты (a, b, c, d)mn, которые будут соответствующими

столбцами в (16) для новой матрицы Ĝ′. Данное

решение будет описывать рассеяние поля, для ко-
торого правая часть уравнений (8) равна соответ-
ствующей гармонике m±mn или n±mn.

Последовательное применение теории возмуще-
ния описанным выше методом позволяет достичь
значительных деформаций относительно изначаль-
ной сферической поверхности, невозможных при
однократном применении теории возмущений.

3. УСЛОВИЯ ПРИМЕНИМОСТИ

Величина возмущения определяется сходимо-
стью ряда (9), критерием которой является ма-
лость возмущения. Однако необходимо уточнить,
что именно понимается под «малостью» непрерыв-
ной величины. Несложно показать, что простого
условия |εf1(θ)| < 1 недостаточно для сходимости
ряда (9), поскольку также необходимо ограничи-
вать производную |εf ′

1θ(θ)| < 1, см. [11]. Возникает
необходимость охарактеризовать малость деформа-
ций универсальным способом. С этой целью мы за-
пишем f1 в виде тригонометрического ряда:

f1(θ) = x0 +
∑

j=1

(

xj cos jθ + yj sin jθ
)

. (17)
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ба

Рисунок. Сравнение точности и устойчивости расчетов методами EBCM (а) и теории возмущений (б ) в зависимости
от величины возмущения d и максимального числа мод Nmax. Отсутствие части данных в (а) означает расходимость
метода при Err > 1

Малость возмущения удобно определять величиной

‖f1‖ = |x0|+
∑

j=1

j
(

|xj |+ |yj |
)

. (18)

В этом случае малость величины ε‖f1‖ < 1 гаранти-
рует оба условия: |εf1(θ)|, |εf

′
1θ(θ)| < 1. Существен-

ное влияние на сходимость результата оказывает
также выбор промежуточных деформаций между
начальной и конечной формами. Очевидно, что та-
кой переход можно осуществить множеством спо-
собов. Наши расчеты показывают, что выбор пути
промежуточных деформаций влияет на сходимость
результата даже при одинаковых ограничениях на
величину возмущения (18).

С физической точки зрения причиной ограни-
чения величины деформации являются собствен-
ные моды частицы. Это утверждение легко пояс-
нить в случае деформации на постоянную величи-
ну сферической поверхности. В этом случае выра-
жения (15) должны переходить сами в себя, но для
другого радиуса частицы. Таким образом, ряд (9)
представляет собой ряд Тейлора относительно па-
раметра ρ0. Радиус сходимости определяется нуля-
ми в значении знаменателей в (15), соответству-
ющие значения параметра размера лежат в ком-
плексной плоскости [11] и ограничивают радиус
сходимости ряда (9), несмотря на то, что выраже-
ния (15) не имеют особенностей на действительной
оси. В более общем случае нахождение собствен-
ных мод представляет собой отдельную трудоем-
кую задачу [11, 12]. Таким образом, оптимальным
путем деформаций будет тот, который находится на
максимальном удалении от собственных мод. Этим
и объясняется зависимость результата от выбора
пути деформаций.

Другим фактором, ограничивающим работу
представленного метода, является неизбежное на-
копление численной ошибки в расчете. Любой чис-
ленный расчет ведется для ограниченного числа

мод mmn и nmn в разложениях (5) и (6). Обозна-
чим это число как Nmax. При построении ряда в тео-
рии возмущений в случае непостоянного возмуще-
ния функции S, T могут содержать большее число
мод, чем участвует в расчете, вследствие чего моды
с индексом n > Nmax не учитываются в решении,
что и приводит к накоплению ошибки.

4. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ
В БЛИЖНЕМ ПОЛЕ, СРАВНЕНИЕ

С МЕТОДОМ T -МАТРИЦЫ

В литературе имеется ряд методов, позволяю-
щих решать задачи рассеяния света на структу-
рах различной формы [16]. Среди прочих наиболее
близким по содержанию является метод расширен-
ных граничных условий (EBCM) [17, 18]. В дан-
ной секции мы приведем сравнение предложенного
нами метода и EBCM. С этой целью мы провели
расчеты для чебышевской частицы, описываемой
уравнением

kr = 3(1 + d cosϕ), (19)

где параметр d характеризует искривление части-
цы. На рисунке приведена оценка точности реше-
ния двух методов в зависимости от d. В качестве
оценки точности мы проверяли граничные условия
и рассчитывали ошибку:

Err =

∫∫ ∣

∣[n, (H2 −H1)]
∣

∣dΩ
∫∫ ∣

∣[n,Hinc]
∣

∣dΩ
+

∫∫ ∣

∣[n, (E2 −E1)]
∣

∣dΩ
∫∫ ∣

∣[n,Einc]
∣

∣dΩ
.

Отметим, что представленная оценка характе-
ризует точность решения в ближнем поле, ко-
торая в случае EBCM меньше, чем в дальнем.
При d > 0.35 EBCM демонстрирует явную расхо-
димость, что связанно с численной нестабильно-
стью метода [18]. Наш метод показывает немно-
го большую устойчивость и работает вплоть до
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d < 0.5, но, что более важно, он обладает устойчи-
востью при увеличении максимального числа мод
в разложениях.

При достаточно больших амплитудах (d > 0.1)
время расчета меньше для EBCM, чем при ис-
пользовании метода теории возмущений, посколь-
ку требуется многократное применение теории. Та-
ким образом, наш метод целесообразно применять
в случае достаточно сложных геометрий. Другая
область применения — это оптимизационные зада-
чи, где необходимо проводить множество расчетов
частиц с близкой геометрией и постепенной вариа-
цией формы. В этом случае можно применять тео-
рию возмущений к рассчитанным ранее случаям
с близкой геометрией, что не требует многократно-
го применения теории возмущений. В завершение
отметим, что другие методы, перечисленные во вве-
дении, также могут обладать большей устойчиво-
стью по сравнению с EBCM. По этой причине пред-
ставленное сравнение не позволяет утверждать, что
предложенный нами метод будет иметь преимуще-
ство над всеми остальными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен метод, позволяющий рас-
считывать рассеяние света на частицах сложной
формы в рамках теории возмущения поверхности.
Показано, что метод обладает большей численной
устойчивостью по сравнению с EBCM. Рассмотре-
ние проводилось для деформаций типа (19), одна-
ко наш опыт использования этих методов показыва-
ет, что такая тенденция сохраняется и в остальных
случаях. Отметим, что существуют случаи, когда
представленный метод проигрывает в эффективно-
сти, в частности для сильно вытянутых эллиптиче-
ских частиц. Для этого случая имеетя ряд методов
для оптимизации EBCM [19, 20], что обеспечивает
большую точность и устойчивость.

Исследование выполнено в рамках государствен-
ного задания МГУ им. М.В. Ломоносова, также
работа была поддержана грантом Фонда разви-
тия теоретической физики и математики «БАЗИС»
(грант №23-1-1-61).

Приложение: Ряды теории возмущения

Подставим разложение (9) в граничные условия (8). Для этого разложим в ряд Тейлора следующие
функции:

ρh
(1)
n (ρ)

∣

∣

σ1

=
∞
∑

p=0

εp
β
p
n

p!
ρ
p
0f

p
1 , βp

n(θ) =
dp

dρp

[

ρh
(1)
n (ρ)

]
∣

∣

∣

ρ=ρ0f0(θ)
, (П.1.1)

nrefrρjn(nrefrρ)
∣

∣

σ1

=
∞
∑

p=0

εp
α
p
n

p!
(nrefrρ0)

pf
p
1 , αp

n(θ) =
dp

dρp
[ρjn(ρ)]

∣

∣

∣

ρ=nrefrρ0f0(θ)
, (П.1.2)

h
(1)
n (ρ)

ρ

∣

∣

∣

∣

σ1

=
∞
∑

p=0

εp
η
p
n

p!
ρ
p
0f

p
1 , ηpn(θ) =

dp

dρp

[

h
(1)
n (ρ)

ρ

]
∣

∣

∣

∣

∣

ρ=ρ0f0(θ)

, (П.1.3)

jn(nrefrρ)

nrefrρ

∣

∣

∣

∣

σ1

=
∞
∑

p=0

εp
σ
p
n

p!
(nrefrρ0)

pf
p
1 , σp

n(θ) =
dp

dρp

[

jn(ρ)

ρ

]

∣

∣

∣

∣

∣

ρ=nrefrρ0f0(θ)

. (П.1.4)

Используя формулу

(

∞
∑

p=0
εpap

)(

∞
∑

p=0
εpbp

)

=
∞
∑

p=0
εp

p
∑

q=0
aqbp−q, получим:

∞
∑

p=0

εp
∑

mn

p
∑

q=0

fp−q
1

(p− q)!

[

(

bq−mnβ
p−q
n ρp−q

0 − κcq−mnα
p−q
n ρp−q

20

)

m−mn+

+
(

aq+mnβ
p−q+1
n ρp−q

0 − κdq+mnα
p−q+1
n ρp−q

20

)

n+mn+

+
(

aq+mnη
p−q
n ρp−q

0 − dq+mnσ
p−q
n ρp−q

20

)

f0θρ0eθp+mn+

+
(

aq+mnη
p−q−1
n ρp−q−1

0 dq+mnσ
p−q−1
n ρp−q−1

20

)

f1θρ0
p− q

f1
eθp+mn

]
∣

∣

∣

∣

r∈σ0

=

= −ρ0 (f0 + εf1)E
inc
τ − ρ0 (f0θ + εf1θ) eθE

inc
r

∣

∣

∣

∣

r∈σ1

. (П.2)

Теперь, когда мы разложили граничные условия в ряд по степеням параметра малости ε, потребуем вы-
полнения равенства для каждого слагаемого этого ряда отдельно. Для этого рассмотрим некоторый l-ый
член ряда

∑

p, где l > 0. При этом, поскольку падающее поле задано, будет удобно отнести его к величине

нулевого порядка малости (см. (11)).
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∑

mn

l
∑

q=0

f l−q
1

(l − q)!

[

(

bq−mnβ
l−q
n ρl−q

0 − κcq−mnα
l−q
n ρl−q

20

)

m−mn+

+
(

aq+mnβ
l−q+1
n ρl−q

0 − κdq+mnα
l−q+1
n ρl−q

20

)

n+mn+

+
(

aq+mnη
l−q
n ρl−q

0 − dq+mnσ
l−q
n ρl−q

20

)

f0θρ0eθp+mn+

+
(

aq+mnη
l−q−1
n ρl−q−1

0 − dq+mnσ
l−q−1
n ρl−q−1

20

)

f1θρ0
l − q

f1
eθp+mn

]∣

∣

∣

∣

r∈σ0

= 0. (П.3)

Будем считать, что на данном шаге нам известны все коэффициенты (l − 1)-го порядка и ниже, поэто-
му выделим в левой части слагаемое l-го порядка, а оставшееся выражение перенесем в правую часть
и обозначим через вектор Sl. Аналогично поступим для второго граничного условия на магнитное поле
и получим уравнения (10).
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